Remarques correction TD Exercice 24, Mapsi

Formalisation du probleme

Nous allons poser explicitement les variables cachées et observées du probléme. On ne vous de-
mande pas de savoir refaire cette formalisation. Le but de cette formalisation est de ramener I'exercice
a une application directe de I’algorithme EM vu en cours.

On distingue trois cas : i = 0, A et B sont observés; i = 1, seul B est observé et A reste caché;
et 1 = 2, seul A est observé et B reste caché.

Variables cachées

La variable cachée est un couple (x,4) dont les valeurs dépendent des cas :
— Sii=0,

Sii=1,
T (x € {a1,a2},i=1)

donc la premiére variable (la variable A) n’est pas observée.
— Sii =2,
.Th = (ZE € {bl,bg},i = 2)

donc la deuxiéme variable (la variable B) n’est pas observée.

Variables observées

Les variables observées sont 2° = (y, 1), selon les cas :
— Sii=0,
z° = (y - {al,ag} X {bl, bg},i = 0)
c’est-a-dire que y est un couple (les variables A et B sont toutes deux observées).
— Sii=1,
2’ = (y € {b1,b2},i=1)
donc seule la deuxiéme variable (B) est observée.
— Sii=2
0= (y c {al,ag},i = 2)

x
donc seule la premiére variable (A) est observée.
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Loi jointe
On se donne une loi jointe sur A, B qu’on note Qy(a,b) avec a = a; ou ay et b = by ou by.

La loi jointe sur les variables cachées et observées est dénotée Py(z", 2°) et est définie selon les
cas : considérons a € {ay,as} et b € {by,bs},
— Sit =0,
Py(a",2%) = By (1,0 = 0), ((a,b),7 = 0)) o< Qo(a, )
ol  signifie "proportionnel a".
— Sii=1,
Py(a", %) = By ((a,i = 1), (b,i = 1)) ox Qy(a,b)
— Sit =2,
P9(xh7xo) =Dy ((bvz = 2)7 (a,z’ = 2)) X QO(av b)
La loi jointe sur 2", 2° est entiérement déterminée pas Qg(a, b) ol a peut prendre les valeurs ay, as
et b les valeurs by, bs.

Lois conditionnelles

En fonction des différents cas, la loi conditionnelle sur les variables observées z° est :
— Sii=0:
Pya" | %) = Py (1,0 = 0) | (a,b),i = 0) = 1
— Sii=1:
Py ((a,i=1) | (bi=1))
> o Po((ai=1)|(bi=1))

Py(z" | 2°) = Py ((a,i = 1) | (bi = 1)) =

Mais comme

Py((a,i=1),(b,i=1)) x Qq(a,b)

donc,
By ((a,i=1)[(bi=1)) _ Qela,b)

2o Po((a,i=1)](bi=1)) 3, Q(ab)

Par conséquent,

Pol(ai=1)] (bi = 1) = ol = QoA =a| B =

— Si ¢ = 2 : De maniére similaire, avec le méme argument que dans le cas ¢ = 1, nous obtenons :
Py(z" | 2%) = Py ((b,i=2) | (a,i =2)) =Qo(B=0| A=a)

Ce sont les quantités calculées dans cette derniére sous-section ‘Lois conditionnelles’ qui vont
nous servir a déterminer Q! (2") car Q! (") = Py (ah|x?).
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1 Réponses aux questions

Q24.1

©! est 'ensemble des valeurs possibles que peut prendre Qp. Notons Qg(ay, by) := 011, Qo(ay, by) =
t12, Qolaz, br) := 01, et Qg(ag, by) := O

Qs est une distribution de probabilité sur {a;, as} x {b1, bs}, donc
> Qola,b) =1
a,b

Ainsi, 032 = 1 — 011 — 612 — 621. Donc ©F = (9117 012, 021, 922)-

Appliquer votre cours : slides 17 cours 4 EM.

Q24.2

On pose 2§ := (a1, by), 2§ = (az,b1), 2§ = (7,02), 23 := (ag,?), 22 = (az,be), 2§ = (a1, bs),
:E? = <?7b1)7 .Z’g = (a17?>7 %g = (Cll,b2>, x(fo = (a27bl)'

On a Q™ (z") = Py(a"|29) donc Q11 (1) = 1.
De méme Q5 (2") =1

Pour : Q5! (2") on a Q5 (a1) = QL (a

) =
Pour : Q4 (z") on a Q™ (b)) = Q4 (by) = 0, 5

1D =15 Qi7H) = 15 @) = QF ) = 055 Q) = () = 055 @D = 1
B = 1.

Q24.3

log L' (x°,©) = 2log 011 + 3log 15 + 3log Oy + 21og foy — 410g 0.5 (1)
Q24.4

Dans I’expression précédente, I’équation 1, on remplace 05 par o9 =1 — 6017 — 6015 — 691 ; il 0’y a
plus de contraintes sur 01, 012, et 6o :

IOg LH_l(XO, 911, 912, 921) = 210g 911 + 310g 912 + 310g 921 + 210g(1 — 911 — (912 — 921) — 410g 0.5 (2)

On annule le gradient de la fonction précédente :

Viog L — (alog Lt 9log L Olog Lt“)

6911 ’ 8912 7 a‘921
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. .. t+1 t+1 t+1 P
O! est tel que les trois conditions LBE" — (, ABLT _ () of oeL™ _ () gont satisfaites, ce
. . 0011 ’ 0021 ? 0012 9
qui nous dit que :

0! = {01, = 02,015 = 0.3,0y = 0.3,05 = 0.2}
Q24.5

Qot(A|B = by) = (0.4,0.6); Qg (A|B = by) = (0.6,0.4).
Q@t(B|A = al) = (04, 06) 3 Qgt(B|A = CLQ) = (06, 04)
Q24.6

log L' (x°,©) = 1.810og 611 + 3.2log 015 + 3.21og 01 + 1.81og Oy — 2.410g 0.6 — 1.6log 0.4



